Chapitre 11 - Correction des exercices 1

Exercice 1:
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Exercice 2:
Soit n € N*.

1. Soit A € #,(K) telle que pour tout X € .#,(K), AX = XA.
Or, pour tout (4, 5) € [1,n]?,

o ... O
o ... 0
E@jA = a1 ... Qjn ,L'éme
o ... 0
0 0
et .
jeme
0 0 aiq 0 0
ALy = :
0 0 an; O 0

Cela implique donc que, pour tout i # j, a;j; = 0.
De plus, pour tout (i,5) € [1,n]?, a;; = aj ;. Donc A = ay 11, est une matrice scalaire.

2. Soit A € #,(K) telle que pour tout X € .#,(K), (AX)? = 0.
Or, pour tout (4, ) € [1,n]?,

o ... O
o ... O
EZ'J‘A = a1 .. Gjn iéme
o ... O
0 0

on obtient aii = (0. Donc A =0.

Exercice 3: Soit n € N*.

1. Soit M € #,(K).
On va raisonner par analyse et synthese.
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Chapitre 11 - Correction des exercices 2

e Analyse: Supposons qu’il existe (S, A) € #,(K)? avec S symétrique et A antisymétrique tel que
M=5+A.
Donc MT =87 + AT =S — A. D’ont

Si une telle décomposition existe, elle est unique.
e Synthese: Posons
M+ M T M—MT

et A=

S 2 2

OnaM=8+A, ST =8¢t AT = —A.
e Conclusion Pour tout M € .#,(K), il existe un unique couple (S, A) € .4, (K)? avec S symétrique et
A antisymétrique tel que M = S + A.

2. Soit A, B € #,(K).
AB € /,(K) <= (AB)' = AB < BTA" = AB «— BA=AB
3. Soit A € .#%,(K). Supposons que A soit inversible. On a (A™1)T = (AT)"! = (-A)"1 = —A~L.
Donc A~! est antisymétrique.

Exercice 4:

Soit A = (O 1), A? = (0 0), donc, pour tout n > 2, Ay = 0./ (R)-

(e}
[en}

0 0

111 111
Soit B= (1 1 1], B?=3B,donc, pour tout n >1, B*"=3""1B=3""1[1 1 1
111 111
1 0 1 on—1 0 on—1
Soit C=[0 0 0], C?=2C, donc, pour tout n>1,C*=2""C=| 0 0 0
1 0 1 on—1 0 on—1
Soit D = <1 1), D? = (1 2>, par récurrence, on montre que pour tout n > 1, D" = <1 n)
01 01 0 1
011 0 01
Soit E= {0 0 1|,E2=[0 0 0|, E®=0_4,g), dol pour tout n >3, E™ = 0 4 g)-
0 00 0 00

Exercice 5:
Soient a,b € R. On considere les matrices suivantes de .Z4(R) :

01 00 a b 00

0010 0 a b 0

T=10 00 1 M@b) =g o 4 b

0 000 00 0 a
0100 0010 0 0 01
0010 0 0 01 0 00O

1. J Iy, J 000 1 ,J 000 0 ,J 000 0 et pour tout n > 4, J 0 z4(R)-

0 000 0000 0000

2. (I4—J)I+J+J*+ J3) = Iy. Donc Iy — J est inversible et (Iy —J) ' =T+ J+J2+ J3 =

S OO =
SO ==
O ==
— == =
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Chapitre 11 - Correction des exercices 3

3. Soit n € N*, M(a,b) = aly + bJ. Comme I, et J commutent, d’apres le bindme de Newton,

n

M(a,b)" =Y <Z> (bJ)* (aly)™ ™ = minz(%n) (Z) a" Rk gk

k=0 k=0
Donc
a? 2ab b2 0
0 a2 2ab b2
2 _ 2 272
M(a,b)* = a“ly + 2abJ + b*J* = 0 0 a 2abl°
0 0 0 a2

et, pour tout n > 3,

a nan—lb (g)an—QbQ n an—3b3
n__ _n n—1 n n—232 72 n n—313 13 _ 0 a" nanilb (g)an72b2
M(a,b)" = a" Iy + na bJ—i—<2)a b*J +(3)a b J° = 0 0 " T an—1p )
0 0 0 a”

Exercice 6: Soit n € N*,

1. Soit A € ., (R) telle que A2 = A. Soit p € N*. On peut utiliser la formule du binéme de Newton car A et

I,, commutent. . Zp: <£) N (zP: (Z)) A=l +(2— 1A

k=0 k=1

3 6
-1 -2
précédente, pour tout p € N*,

2. Posons A = B— 1, = < > On a A2 = A. Donc B = A+ Iy avec A> = A. D’apres la question

B =TI+ (¥ —1)A= <1+3(2”—1) 6(2r —1) )

—(2P—1) 1-2(2—1)

Exercice 7:

Pour (a,b) € R?, on pose M(a,b) = <

a

! —ab)7 et on note C = {M(a,b) / (a,b) € ]RZ},

1. Soit (a,b) € R? et (c,d) € R?,

M(a,b)M(c, d) = (Z _ab> (fz _Cd> - (<2212f> _EL‘Z“bZC)) — M(ac — bd, ad + be)

2. Soit (a,b) € R?
a —b a b a® + b? 0
o= (5 ) (4 D)= (T30 o) @R,

Donc M (a,b) est inversible <= a?+b% #0 <= (a,b) # (0,0). Dans ce cas, M (a,b)”! = aQibQ <_ab 2)

3. Soit
o : C — C

<a —b> .
— a-+1ib
b a
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Chapitre 11 - Correction des exercices 4

Calculons, pour tout (a,b) € R? et (c,d) € R?,
d(M(a,b)M(c,d)) = ac — bd + i(ad + be)

et

d(M(a,b))p(M(c,d)) = (a+ib)(c + id) = ac — bd + i(ad + bc) .
Donc, pour tout (M, N) € C?, (M N) = ¢(M)¢(N)
Par ailleurs, pour tout (a,b) € R%, ¢(M(a,b)”) = a —ib = ¢(M(a,b)).

Exercice 8:
On cherche a résoudre le systeme suivant :

y + z — t =0
x —y + z —t =0
r + Yy -t =0
r 4+ y + 2z + t =8

D’apres la méthode du pivot de Gauss, t =2, y =1, 2z =2 et t = 3 ou x est le poids de la marmotte, y celui de
I’écureuil, z celui du hibou et ¢ celui du loup.

Exercice 9:

x—y+z—|—t—2LL2L r — y + z + t= 2
2 — y + 3z t= 3 s y + 2z — t= -1
r — 2y 4+ 3z — t= 0 r — 2y 4+ 3z — t= 0
Lyerar | & T Yt 2 t= 2
RPN y + 2z - = -1
-y + 2z — 2t= =2
Ly+L3+L ooyt = 2
gl ba y o+ e - 4=
3z — 3t= -3
r = 3—2t
= y = 0
z = t—1
Exercice 10: Soit a € R.
r — 2y + 3z = 2 z — 2y + 3z = 2
r + 3y — 2z = 7T = oYy — 52 = b
2 — 2y + a’z = a+4 2y + (a2-6)z =
z — 2y + 3z = 2
<~ Yy — z = 1
(a>—4)z = a—2

1. Sia ¢ {—2;2}, il y a une unique solution.
Sia =2, il y a une infinité de solutions.
Sia=—2,il n’y a pas de solution.

2. Poura=2S={(4—-21+22),2z€R}. Poura ¢ {-2;2}, S = {(iﬁg’%’%ﬁ) )2 GR}.

8a =d d=8a
Exercice 11: Soit a, b, c,d € N. On doit avoir : { 18a = 2¢ < <c=9
2b=c+2d 2b = 25a

Les quadruplets (a, b, ¢, d) sont donc de la forme (2t, 25¢, 18t, 16¢) ou t € N.
D’ou pour t = 1, 2CsHyg + 2509 = 18 H50 + 16COs.
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Exercice 12:
Montrer que les matrices suivantes sont inversibles, et calculer leurs inverses :

-2 =3 0 0 2 -1 1 -1
1 0 5
3 4 0 O -1 2 -1 1
A_gig B_OO7—5 C’_1—12—1
0O 0 3 -2 -1 1 -1 2
Grace a la méthode du pivot de Gauss et au calcul de C? = 6C — 514, on obtient :
4 3 0 O 4 1 -1 1
—24 20 -5
1 _ 4 _|-3 -2 0 O 411 4 1 -1
A_158_145‘11 Bo=10 0 -25 S I T
o 0 -3 7 1 -1 1 4
I b1
Exercice 13: Soit X = [ z9 | et B = | by | des matrices colonnes génériques.
T3 bs
r1 — X3 b1\ . e G r1 — X3 by
AX = B <— T + 220 + x3 = | by pive <é> auss 2x9 + 223 | = —b1 + by
—x1 +4x9 + b3 b3 0 3b1 — 2by + b3
1
En particulier, pour B = | 0 |, le systéme n’a pas de solution donc A est non inversible.
0
Exercice 14: Notons x, y et z les nombres effacés des briques de gauche a droite de la base.
Ces inconnues vérifient :
T+2x4+y = 47 2r + y = 40 z = 17
AT+ 2x +4y+22+53 = 182 <= x + 2y + 2z = 41 = y = 6
y+2z+23 = 53 y + 2z = 30 z = 12
H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2023/2024



